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Wojciech Stomczynski, Anna Szymusiak (Krakéw)

Zespolone proste rownokatne i hipoteza Zaunera

Prosta zespolona w d-wymiarowej przestrzeni zespolonej to jednowymia-
rowa afiniczna podprzestrzen zespolona. W szczegdlnosci dla dwdch takich
prostych [w] oraz [z] przechodzacych przez 0 (tylko takie bedziemy dalej roz-
wazac) generowanych odpowiednio przez w, z € C% przy czym ||w| = ||z = 1,
kgt (hermitowski, zob. [33]) miedzy nimi definiujemy jako arc cos|(w, z)|. Po-
wstaje wiec pytanie: jak wiele mozna umiesci¢ w C? prostych zespolonych tak,
aby kazde dwie z nich przecinaty si¢ pod tym samym kgtem? Jest to naturalne
uogolnienie problemu istnienia rzeczywistych prostych réwnokatnych, o kté-
rym pisal niedawno na tych tamach Andrzej Grzesik (zob. [20]). Mimo po-
zornego podobienstwa, przejscie do §wiata zespolonego sprawia jednak, ze
zagadnienia te r6znig si¢ w sposob jakosciowy, a przypadek rzeczywisty jest
pod pewnymi wzgledami tatwiejszy, pod innymi za$ trudniejszy od zespo-
lonego. Wynika to z samej definicji kata (lub prostej), ktory w pierwszym
przypadku dany jest z dokladnosciag do mnozenia wektoréw przez +1, w dru-
gim za$ przez liczbe zespolong o module 1, czyli - uzywajac terminologii fi-
zycznej — przez faze. Dlatego tez przypadek rzeczywisty mozna w znacznej
mierze bada¢ metodami matematyki dyskretnej, co nie wydaje si¢ mozliwe
w przypadku zespolonym, gdzie metody algebraiczne i geometryczne zdaja
sie odgrywac wigksza role. Niewatpliwie problem znalezienia maksymalnej
liczebnosci zbioru zespolonych prostych réwnokatnych stanowi jedno z waz-
niejszych i bardziej fascynujacych zagadnien zaréwno geometrii przestrzeni
zespolonych, jak i teorii informacji kwantowej, od kilkunastu lat zajmujac po-
czesne miejsce na listach stynnych probleméw otwartych w tych dziedzinach
(zob. [24,40]).
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Rozpatrywane zagadnienie ma tez dwie elementarne interpretacje geo-
metryczne. Zauwazmy, ze zbior prostych zespolonych w C? mozna utozsamié
z elementami zespolonej przestrzeni rzutowej cpi-L ktorej wymiar rzeczywisty
wynosi 2d — 2. Jezeli w tej przestrzeni rozwazymy jedyng (z dokladnos$cig do
stalej) unitarnie niezmiennicza metryke Fubiniego-Studyego drs zadang przez
kat, czyli wzorem dps([w], [2]) := arccos|(w, z)| dla w, z € S(C?), przy czym
S(C?) oznacza tu jednostkows sfere zespolona w C% to zbiorowi prostych
réwnokatnych bedzie odpowiadal zbiér réwnoodleglych od siebie punktow
w (CP?"L dps). Dla dowolnej przestrzeni metrycznej maksymalng liczbe takich
punktéw nazywa si¢ czasem wymiarem réwnobocznym (equilateral dimension) —
pytanie o maksymalna liczbe prostych réwnokatnych jest wiec zarazem pyta-
niem o wymiar réwnoboczny zespolonych przestrzeni rzutowych. Takie sfor-
mutowanie sugeruje od razu, ze problem moze by¢ trudny, gdyz dla niewielu
rozmaito$ci wymiary réwnoboczne udato si¢ dotychczas znalez¢ (zob. 28]

Po utozsamieniu prostej zespolonej [z] € CPY przy czym z € S(C%),
z rzutem ortogonalnym P, na te prosta, otrzymujemy z kolei naturalne zanu-
rzenie zespolonej przestrzeni rzutowej w przestrzen L, (C?) odwzorowan hermi-
towskich (samosprzezonych) w C% Po zlozeniu go z przesunieciem
L(CHY 3P P-1I/d e L,(C?), przy czym I oznacza odwzorowanie identycz-
nosciowe na C% uzyskujemy zanurzenie CP?~! w przestrzen £°(C%) hermi-
towskich odwzorowan o $ladzie 0 (gdyz tr(P, — I/d) =1—d/d = 0). Zauwazmy
tu dwa proste fakty. Po pierwsze, £ (C?) jest rzeczywistg przestrzenia Hilber-
ta z iloczynem skalarnym (Hilberta-Schmidta) danym wzorem (P, Q)pys :=
tr(PQ) dla P, Q € £L2(C?), a jej wymiar rzeczywisty, co tatwo sprawdzi¢, wy-
nosi d* — 1. Po drugie za$, nasze zanurzenie odwzorowuje izometrycznie prze-
strzen rzutowg (CP9Y dgg) w sfere w £2(C%) o promieniu /1-1/d (gdyz
tr(P,P,) = |(w,z)5 a wigc tr(P, — I/d)(P, — I/d) = |(w,z)* - 1/d dla
w,z € S(C?)), a szukany zbiér punktéw réwnoodleglych przeksztatca w sym-
pleks foremny wpisany w te sfere.

Wrynikajg stad dwie podstawowe wlasnosci zbioréw prostych réwnokat-
nych. Po pierwsze, ich maksymalna liczba wynosi d% bo nie jest mozliwe
wpisanie sympleksu o wigkszej liczbie wierzchotkéw w sfere w przestrzeni
(d* - 1)-wymiarowej. Po drugie, co wynika wprost z geometrii sfery rzeczywi-
stej, jezeli uda sie skonstruowaé d? prostych réwnokatnych w C to cosinus
kata miedzy dowolnymi dwiema takimi prostymi wyniesie 1/\/d + 1. Jeszcze
inaczej argumentujac, mozna wykaza¢, ze rzutowania na proste rownokatne

' Na przyktad nie tak fatwo znalez¢ maksymalny pigcioelementowy zbiér réwnoodleglych
punktéw na ,,ptaskim” dwuwymiarowym torusie R*/Z>
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muszg tworzy¢ zbiér wektoréw niezaleznych w £,(C¥), a wiec ich liczba nie
moze przekracza¢ dim £;(C?) = d% Warto zauwazy¢, ze podobne rozumowanie
w przypadku rzeczywistym pozwala oszacowac od gory liczbe rzeczywistych
prostych rownokatnych przez d(d +1)/2, czyli przez wymiar przestrzeni rzeczy-
wistych macierzy symetrycznych. Jest to tzw. ograniczenie Gerzona, o ktérym
pisze Grzesik we wspomnianym wyzej artykule [20]. Ale na tym wlasciwie
podobienstwo obu przypadkéw sie konczy.

Obraz przestrzeni rzutowej w £2(C?) przez oméwione wyzej zanurzenie
nazywa sie czasem zbiorem Blocha od nazwiska Feliksa Blocha, laureata Nagrody
Nobla w dziedzinie fizyki z 1952 roku, ktéry jako pierwszy z fizykéw rozwazat
taka reprezentacje zespolonej przestrzeni rzutowej. Zbior Blocha stanowi wiec
(2d - 2)-wymiarowa podrozmaitos¢ sfery (d? — 2)-wymiarowej. Dla d = 2 zbi6r
Blocha wypelnia calg sfere, ale dla d > 2 stanowi jej podzbiér miary zero. Przy-
ktadowo dla d = 3 otrzymujemy 4-wymiarowa podrozmaito$¢ 7-wymiarowej
sfery w R® Latwo jest w sfere (d* —2)-wymiarowa wpisa¢ sympleks foremny o d*
wierzchotkach, ale powstaje pytanie, czy da sie to zrobi¢ tak, aby wszystkie te
wierzcholki trafily do zbioru Blocha. Tylko wtedy bowiem uda si¢ skonstruowaé
d? prostych réwnokatnych i ograniczenie gérne na ich liczbe zostanie osiagniete.
Na pierwszy rzut oka takie wpisanie sympleksu w sfere zdaje si¢ by¢ dla d > 2
wysoce nieprawdopodobne. Mogloby sie wiec wydawac, ze — podobnie jak to
jest dla ograniczenia Gerzona w przypadku rzeczywistym, gdzie by¢ moze jest
ono osiggane jedynie dla wymiaréw d = 2, 3,7 i 23 - takze maksymalne ograni-
czenie w przypadku zespolonym rzadko bedzie wysycone. Nieoczekiwanie, jak
sie przekonamy, sytuacja jest w tym przypadku catkiem inna.

W porédwnaniu z problemem rzeczywistym, analizowanym juz od lat czter-
dziestych XX wieku, jego zespolony odpowiednik ma o wiele krétsza historig.
W sposdb systematyczny zespolone proste rownokatne badali bowiem po raz
pierwszy w 1975 roku w pracy [11] Philippe Delsarte, Jean-Marie Goethals i Johan
Seidel. Wykazali oni ich podstawowa wlasnos¢, ktorej dowdd zarysowalismy
powyzej.

Twierdzenie 1. Dowolny zbiér zespolonych prostych rownokgtnych w przestrzeni
C? ma moc nie wiekszq niz d Ponadto, jezeli ich liczba wynosi doktadnie d> to
cosinus kgta miedzy dowolnymi dwiema takimi prostymi réwna sig 1//d + 1.

Przyklady, zresztg w zasadzie juz znane od dawna, w ktérych to oszaco-
wanie jest osiggane, autorzy pracy podali jednak jedynie dla dwoch najmniej-
szych wymiaréw: d = 2 oraz d = 3. Zeby blizej si¢ przyjrze¢ tym konstruk-
cjom, podkreslmy raz jeszcze, ze problem istnienia d* prostych réwnokatnych
w C? mozna réwnowaznie sformutowa¢ jako zagadnienie istnienia takich d?
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wektorow jednostkowych fi, fo, ..., f2 wC% ze |(fj, fi)|* = - dla wszystkich

j # k. Znalezienie tych wektoréw mozna zatem sprowadzi¢ do rozwigzania
d?+1

(w liczbach rzeczywistych) ukladu (“) réwnan algebraicznych (d? kwadrato-

2
wych i (d;) czwartego stopnia) dla 2d> zmiennych.
W wymiarze d = 2 poprawno$¢ rozwigzania

2ni

+)

mozna sprawdzi¢ w pamigci. Nietrudno tez zauwazy¢, ze w reprezentacji Blocha

(1L0), (V2 (V2eT) (V2

wektorom tym odpowiada¢ beda wierzchotki czworoscianu foremnego wpisane-
go w sfere w przestrzeni tr6jwymiarowej o promieniu 1/ \/2. Pierwsza znana
konstrukeja dla wymiaru d = 3 wydaje sie by¢ znacznie ciekawsza i pochodzi
z pracy [10] matematyka kanadyjskiego Harolda S. M. Coxetera. Jest to dzie-
wie¢ przekgtnych wieloscianu Hessego, regularnego wielo$cianu zespolonego
0 27 wierzchotkach w C* Zauwazmy, ze w przypadku wypuklych wielo$cianow
rzeczywistych dokladnie dwa wierzcholki lezg na przekatnej, ale w przypad-
ku zespolonym przekatne s prostymi zespolonymi i moga zawieraé wigcej
wierzchotkow; w przypadku wielo$cianu Hessego zawieraja 3, stad otrzymu-
jemy 9 przekatnych. W zapisie wektorowym opisane sg one przez wszystkie
cykliczne permutacje wspétrzednych wektoréw postaci (0, 1, —w/), przy czym
j€{0,1,2} oraz w := exp % Warto w tym miejscu wspomnie¢, Ze nazwiskiem
Ludwiga Hessego ochrzcit ten wielo$cian wlasnie Coxeter, zauwazajac, ze jego
przekatne, rozwazane jako elementy zespolonej ptaszczyzny rzutowej CIP stano-
wig realizacje konfiguracji Hessego znanej z teorii krzywych eliptycznych. Innymi
stowy, jest to dziewie¢ punktéw w CP* potozonych na dwunastu zespolonych
prostych rzutowych w taki sposob, ze na kazdej z tych prostych znajdujq sie trzy
punkty oraz przez kazdy punkt przechodzg cztery proste.

Na znalezienie kolejnego przykladu maksymalnego zbioru zespolonych
prostych rownokatnych trzeba bylo czeka¢ az szes¢ lat. Podat go Stuart G. Hog-
gar w 1981 roku w pracy [21]. Sa to tzw. proste Hoggara w wymiarze d = 8.
Ponownie mamy do czynienia z przekatnymi wielo$cianu, tym razem jednak
jest to wieloécian kwaternionowy w H* o 128 wierzchotkach, a proste Hoggara
sa kompleksyfikacja jego 64 przekatnych. Ciekawostke stanowi fakt, ze Hoggar
sprawdzil swdj wynik jedynie na komputerze, a formalny dowod opublikowat
w artykule [23] dopiero siedemnascie lat pozniej. Dzi§ znamy zreszta wiele
réwnowaznych konstrukeji prostych Hoggara (zob. [26,38]). Niemal do konca
XX wieku te rozwigzania dla wymiaréw d = 2, 3 i 8 byly jedynymi przykladami
maksymalnych zbioréw zespolonych prostych réwnokatnych. Co ciekawsze, jak
sie pozniej okazalo, byly to w gruncie rzeczy przyklady wyjatkowe, charaktery-
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zujace sie wysoka symetria, a sam przyklad podany przez Hoggara jest w ogole
jedyny w swoim rodzaju. Wrécimy jeszcze do tej kwestii pod koniec artykutu.

Zainteresowania Hoggara nie byly jednak $cisle zwigzane z prostymi
réwnokatnymi. Badal je niejako przy okazji, w szerszym kontekscie opisanym
dokladnie w pracy [22] po$wigconej rzutowym t-wzorcom (projective t-designs),
czyli odpowiednikom t-wzorcow sferycznych w C¢ w przestrzeniach rzuto-
wych - nie tylko rzeczywistych, ale réwniez zespolonych, kwaternionowych,
a nawet oktonionowych. Takie przestrzenie spetniaja aksjomatyke przestrzeni
Delsartea wprowadzonych przez wiedenskiego matematyka Arnolda Neumaie-
ra w nieopublikowanych wykladach [29] z 1981 roku, a zatem mozna do nich
zastosowac jego abstrakcyjng teorie t-wzorcow.

Czym sa zespolone rzutowe t-wzorce? Mozna w ich definicji wyjs$¢ zarow-
no od pojecia przestrzeni rzutowej P (C¢), rozumianej jako przestrzen jednowy-
miarowych projekcji ortogonalnych, jak i bezposrednio od jednostkowej sfery
zespolonej S(C?). W tym drugim przypadku méwimy zwykle o (zespolonych)
sferycznych (t, t)-wzorcach lub zespolonych ¢t-wzorcach. To podej$cie moze
by¢ bardziej intuicyjne, jezeli powiemy, ze interesuje nas tu dyskretna i regularna
aproksymacja sfery zespolonej. Na czym taka aproksymacja miataby polegac?
Analogicznie jak w przypadku (rzeczywistych) t-wzorcow, chcemy, zeby srednia
arytmetyczna warto$ci pewnych wielomianéw w punktach wzorca byta réw-
na calce takiego wielomianu po sferze S(C?) wzgledem unormowanej miary
Haara (unitarnie niezmienniczej). O ile w przypadku rzeczywistym rozwazamy
po prostu wielomiany (jednorodne) stopnia ¢, to w przypadku zespolonym
bierzemy wielomiany jednorodne stopnia ¢ zaréwno wzgledem z, jak i z:

Hom(t, t;d) := span{z - 2%P: ze Y, a, e N4, la| = |B| = t},
co prowadzi do nastepujacej definicji.

Definicja 1. Zbiér {fj}7; ¢ S (C4) nazywamy sferycznym (t, t)-wzorcem, jezeli
dla kazdego p € Hom(t, t;d),

f pdo = % ip(fj)
j=1

S(C4)
przy czym o jest unormowang miarg Haara na sferze S(C?).

Gdys=1,...,t —1ig € Hom(s,s;d), mamy |-|*(**)q € Hom(t, t;d),
a zatem kazdy sferyczny (¢, t)-wzorzec jest rowniez sferycznym (s, s)-wzorcem,
jezelil < s < t. Mozna tez poda¢ definicje rownowazna, trudniejsza do interpre-
tacji, ale za to fatwiejsza do sprawdzenia, opierajaca si¢ na tozsamosci Welcha,
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ktora charakteryzuje (¢, t)-wzorce:

" kz (o fi) P = (d”‘l)l.

t

Warto zauwazy¢, ze dla dowolnego uktadu wektoréw jednostkowych w C4
lewa strona powyzszej réwnosci, ktéra moze by¢ interpretowana jako pewna
miara jednostajnego roztozenia kierunkéw na sferze, nie moze by¢ mniejsza
od prawej, co wykazal Lloyd R. Welch w 1974 roku w artykule [39]. Sferyczne
(t,t)-wzorce sg zatem uktadami punktow minimalizujacymi te miare. Poniewaz
wida¢, ze definicja ta nie zalezy od fazy, przechodzac do przestrzeni P(C%)
mozemy podobnie zdefiniowac zespolony rzutowy t-wzorzec jako zbior {Pj}?zl
jednowymiarowych projekcji ortogonalnych spetniajacych réwnos¢:

L g (7Y

jrk=1

W szczegdlnosci sferyczne (1,1)-wzorce sg $cisle zwigzane z ramkami
ciasnymi (tight frames), czyli uktadami wektorow w C? stanowigcymi w pewnym
sensie naturalne uogdlnienie baz ortonormalnych. W definicji ramki ciasnej
wymagamy mianowicie, aby taki uklad {f; ;7:1 c C% umozliwiat rozpisanie
dowolnego wektora f € C? w postaci przypominajacej szereg Fouriera, to
znaczy

f=AY A,
j=1

dla pewnego A > 0. Jeéli zalozymy dodatkowo, ze wektory { fj};':l lezg na sferze
jednostkowej (wtedy A = d/n), to flatwo udowodni¢, ze otrzymamy rownowazng
definicje zespolonego sferycznego (1,1)-wzorca. Elementarne obliczenia nato-
miast dowodza, ze dla n = d* pojecia zespolonego sferycznego (2, 2)-wzorca
i uktadu wektoréw réwnokatnych na sferze zespolonej pokrywaja sie.

Te zwiazki prostych réwnokatnych z ramkami i wzorcami mozna wiec
podsumowac za pomoca ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 2. Niech fi, ..., f;» € S(C?) oraz niech P, . .., P;: bedg odpowia-
dajgcymi im projekcjami ortogonalnymi. Nastgpujgce warunki sq réwnowazne:
(a) Proste generowane przez fj (j=1,...,d*) sq réwnokgtne,
®) [(fir fi)* = d+1 dla dowolnych j + k
(¢) (Pj, Pr)us = 7 dla dowolnych j # k,

d) { f]}jjl jest réwnokgtng ramkgq ciasng,
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(e) Z?,2k=1 |(fj,fk)]4 = %31 (czyli {f]}jjl jest zespolonym sferycznym (2,2)-
-wzorcem),
2 3
(f) Zj,k:l(Pj’Pk)%Js = % (czyli {Pj}?jl jest zespolonym rzutowym 2-wzor-
cem).

Co ciekawe, w przeciwienstwie do przypadku rzeczywistego, problem
istnienia maksymalnych zbioréw zespolonych prostych réwnokatnych nie byt
w ogole rozwazany przez blisko dwadziescia lat. Prawdziwy przetom nastapit
dopiero w momencie, gdy zagadnieniem zainteresowali si¢, z powoddw, o kto-
rych jeszcze opowiemy, fizycy zajmujacy sie teorig informacji kwantowej. I tak
w 2003 roku Joseph M. Renes, Robin Blume-Kohout, Andrew J. Scott i Carlton
M. Caves opublikowali prace [32], w ktérej skonstruowali nieskoriczong jedno-
parametrowg rodzine unitarnie nieréwnowaznych uktadoéw dziewieciu prostych
réwnokatnych w wymiarze 3 oraz przyklad szesnastu prostych réwnokatnych
w wymiarze 4. Co wiecej, znalezli numerycznie takie przyblizone konstrukcje we
wszystkich wymiarach d < 45, co pozwalalo postawi¢ hipoteze, ze w dowolnym
wymiarze d istnieje d* zespolonych prostych réwnokatnych. Ogélny dowod
istnienia maksymalnego zbioru prostych réwnokatnych we wszystkich skonczo-
nych wymiarach okreslili jako ,,zwodniczo (tantalizingly) bliski, ale jednoczesnie
w jaki$ sposdb odlegly”. Dzi§ mozna by $mialo to stwierdzenie powtérzy¢. Hi-
poteza, ktorg postawili w pracy, szta zresztg nawet o krok dalej, postulujac nie
tylko istnienie, ale takze okreslong symetrie takich rozwigzan. Wkrétce jednak
okazalo sie, ze w swoich przypuszczeniach wcale nie byli pierwsi.

Cztery lata wezedniej Gerhard Zauner, doktorant na Uniwersytecie Wie-
deniskim, obronit pod kierunkiem Neumaiera rozprawe doktorska [41] o wzor-
cach kwantowych, pewnym uogdlnieniu wzorcéw rzutowych, a jednocze$nie
odpowiedniku wzorcéw (designs) znanych z kombinatoryki, gdzie role mocy
zbioréw pelnily $lady operatoréw. Wsérod rozmaitych wynikow znalazlo sie
tam tez kilka dotyczacych d? zespolonych prostych réwnokatnych w C% ktére
Zauner nazywal Maximale Quantendesigns: analityczne przyklady w wymia-
rach 3, 4 (réwnowazne tym podanym w pracy [32]) i 5, jak réwniez numeryczne
przyblizone rozwigzania w wymiarach 6 i 7, a takze $miala hipoteza dotycza-
ca postaci rozwigzan w dowolnym wymiarze. Rozprawa, napisana w jezyku
niemieckim, zostala udostgpniona na stronie promotora, jednak sam autor
po uzyskaniu doktoratu nie wybral zawodowej kariery naukowej, lecz prace
w sektorze IT i zapewne dlatego jego wyniki nie zostaly poczatkowo zauwazone.
I na tym historia Zaunera i jego doktoratu mogtaby sie¢ zakonczy¢, gdyby kilka
lat pézniej Andreas Klappenecker i Martin Roetteler, zajmujacy sie podobna
tematyka, nie ,,odkryli” jego rozprawy, a w niej hipotezy duzo mocniejszej niz ta
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z pracy [32]. Wkrotce rozprawa [41] miala juz dziesigtki cytowan, ze wzgledu na
nieustajgce zainteresowanie zostala przettumaczona na jezyk angielski, a w 2011
roku przektad doktoratu [42] zostal opublikowany w International Journal of
Quantum Information. Wspomniang hipoteze nazywa sie dzi$ powszechnie
hipotezg Zaunera, a cytowania pracy [41] mozna obecnie liczy¢ juz w setkach.
Zanim przejdziemy do oméwienia hipotezy Zaunera, zobaczmy, dlaczego
problem zespolonych prostych réwnokatnych do tego stopnia zafascynowal
$rodowisko fizykéw kwantowych, ze dzisiaj — jezeli kto$ jest zainteresowany
tym tematem - to w wyszukiwarce nie powinien wpisywac¢ frazy ,,complex
equiangular lines”, lecz raczej ,SIC-POVM’, ktore to haslo jest akronimem
wyrazenia symmetric informationally complete positive operator-valued measure.
Nazwa ta, wprowadzona w pracy [32], bardzo szybko przyjeta si¢ w srodowi-
sku fizykow. W uzyciu jest tez skrocona forma SIC - zwykle w odniesieniu do
element6w sfery S(C?) lub przestrzeni rzutowej Ccpi-!- bedziemy tez stoso-
wali ja dalej w tym artykule? Skré6t POVM nie oznacza nic innego, jak tylko
miare polspektralng, bedaca w fizyce kwantowej matematyczng reprezentacja
pomiaru kwantowego (czy tez, mowiac bardziej precyzyjnie, obserwabli, czyli
obserwowanej wielkosci fizycznej). W przypadku skoniczonym pojecie to moz-
na zredukowa¢ do zbioru {IT;} i1 operatoréw nieujemnie okreslonych na c
sumujacych si¢ do identycznosci: 37, IT; = I. Informacyjna zupetnos¢ (IC)
oznacza z kolei fizycznie mozliwo$¢ odtworzenia stanu uktadu przed pomiarem
na podstawie jego statystyk, matematycznie sprowadza si¢ za§ ona do warunku
span{Il;: j=1,...,n} = L,(C?). W definicji SIC-POVM zakladamy ponadto,
ze n jest minimalne, to znaczy réwne d> wszystkie operatory I1; sa rzedu 1,
natomiast symetrycznos¢ (S) zwigzana jest z warunkiem (IT;, Ty ) s = m
dla j # k. Taka definicja, co fatwo wida¢, oznacza, ze operatory I1; s3 przeska-
lowanymi projekcjami ortogonalnymi na jednowymiarowe podprzestrzenie
generowane przez uklad d? zespolonych prostych réwnokatnych. Dzicki swo-
im wlasnosciom SIC-POVM znajduja zastosowanie miedzy innymi w proble-
mach tomografii stanu kwantowego czy tez kryptogratii kwantowej. Wydaje
si¢ jednak, ze symetryczno$¢ w ich nazwie jest zwigzana z czyms$ glebszym
niz tylko réwnoscia poszczegolnych iloczynéw skalarnych, bowiem kryje si¢
za nig na ogodt (a by¢ moze zawsze) prawdziwa matematyczna symetria tych
zbioréw.
Aby sie blizej przyjrze¢ tym symetriom zauwazmy, ze — jak stwierdza twier-
dzenie Wignera (zob. [13]) - grupe izometrii przestrzeni rzutowej CP! z me-
2 Temat jest na tyle goracy, ze dyskutowano nawet, jak powinno si¢ wymawia¢ ,,SIC”.

Obecnie obowiazujacy konsensus opowiada si¢ za wymows ,,seek” zamiast poczatkowo uzywanej
,sick”
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trykg Fubiniego-Studyego mozna utozsami¢ z grupg PUA(d) = UA(d)/U(1)
zlozong z klas rownowaznosci odwzorowan unitarnych i antyunitarnych prze-
strzeni C? okreslonych z dokladnoscig do czynnika fazowego. Klasy réwno-
waznoéci izometrii unitarnych PU(d) stanowig podgrupe normalng PUA(d)
o indeksie 2. W dalszym ciagu skupimy si¢ gléwnie na nich.

Definicja 2. Rozwazmy dowolng grupe G. Méwimy, ze SIC { f; ?:21 c $(CY
jest (rzutowo) G-kowariantny, jezeli istnieje taka projektywnie unitarna repre-
zentacja G (czyli homomorfizm G w podgrupe PU(d)) dana przez G > g —
[U,] € PU(d) oraz taka surjekcja 0 : G — {1,...,d*}, ze [Ug fon)] = [fo(em -
Bedziemy tez w tej sytuacji mowi¢ o kowariantno$ci wzgledem konkretnej
reprezentacji.

Oczywidcie {[U,]} ge jest w tej sytuacji dziatajacg tranzytywnie podgru-
pa grupy symetrii (izometrii wlasnych) {[ f;] 7:21. Ogélnie, wektor f € S(CY),
dla ktérego { Uy f } ¢ tworzy (z definicji G-kowariantny) SIC, nazywa si¢ wek-
torem generujgcym (fiducial vector).

Widac teraz, ze poszukiwanie kowariantnych wzgledem danej reprezenta-
cji SIC jest duzo fatwiejsze niz poszukiwanie SIC w ogdle, gdyz musimy znalez¢
jedynie odpowiedni pojedynczy wektor, nie za$ uktad d*> wektoréw. Kwestia
otwartg jest odpowiedni dobor grupy. Zaréwno w pracy [32], jak i w rozpra-
wie [41] zauwazono, analizujgc przyklady SIC w niskich wymiarach, ze (dyskret-
na) grupa Weyla-Heisenberga H ;, ktdrej prezentacja wyglada nastepujaco:

d

rs, s..r

(%, y,2x?, v, 2% 2x = xz,2y = yz,x"y° = 2% y'x", 2 = xyxy7h)

jest naturalnym kandydatem do roli grupy symetrii SIC. Projektywnie unitarna
reprezentacje H; w C? otrzymujemy w nastepujacy sposéb. Dla (ey, ..., eg) -
kanonicznej bazy ortonormalnej C? — definiujemy operatory S (przesunigcia)
oraz T (fazy lub zegara) wzorami Se; := €,q1(modd)> 1€r = w'e,dlar=1,...,d,
przy czym w := exp(2ni/d) (konstrukcja ta pochodzi od Jamesa J. Sylveste-
ra). Nastepnie definiujemy operatory Dy dla p = (p1,p2) € Z3, nazywane
dyskretnymi operatorami Weyla lub uogélnionymi macierzami Pauliego: D, =
D(p,.p,) = TP'P2SPITP2 przy czym 7 := —exp(mi/d). Mamy wtedy Dy = D_,,
oraz DpyDq = T<P’q>Dp+q dla p,q € Z2, przy czym (p,q) = paq1 — p1q2 jest
forma symplektyczng. Operatory te majg $lad zero, sa unitarne, ale hermitow-
skie jedynie dla d = 2. Ostatecznie otrzymujemy nieprzywiedlng unitarna
reprezentacje H:

h:Hy —» {0P*SP TP peZ)}, h(x):=S, h(y)=T, h(z):=owl,
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reprezentacje rzutowa dostajemy za$ biorac dla p € Z? klasy réwnowaznosci
(PSP TP = [Dg )

Wéwezas {[Dp] : p := (p1, p2) € Z7} tworza grupe bedaca wierng reprezentacja
rzutowa grupy Z; ® Z4. W dalszym ciagu, piszac o WH-kowariantnosci, bedzie-
my mie¢ na mysli grupowa kowariantnos¢ wzgledem tej reprezentacji. Mozemy
teraz sformutowa¢ kluczowe, otwarte po dzis$ dzien, hipotezy dotyczace SIC.

Hipoteza 1 (Renes, Blume-Kohout, Scott, Caves, 2003). W kazdym wymiarze d
istnieje wektor generujacy WH-kowariantny SIC.

Odnotujmy, ze dla sprawdzenia, czy f € S(C?) jest takim wektorem
wystarczy wykazaé, ze |(Dp f, f)[* = 7 dla kazdego p € Z2 \ {0}, co bardzo
upraszcza poszukiwanie SIC. Hipoteza Zaunera idzie o krok dalej, mdéwiac

mianowicie, gdzie nalezy szuka¢ wektora generujacego.

Hipoteza 2 (Zauner, 1999). W kazdym wymiarze d istnieje wektor generujacy
WH-kowariantny SIC, ktory jest wektorem wlasnym operatora Z zdefiniowane-
g0 nastepujaco:

N = 1 in(d-1)/12 in(2jk+(d+1)k*)/d
(Zey,ej) = —=e e
d

dlaj,k=1,...,d.

Zauwazmy, ze operator Z jest unitarny oraz Z* = I. Ponadto Z7!SZ =
T oraz Z7'TZ = ¢"™@D/4g71T71 4 zatem Z jest elementem normalizatora
grupy Weyla-Heisenberga w U(d) - grupy znanej pod nazwa grupy Clifforda
C(d) lub grupy Jacobiego. Nazywany jest on operatorem unitarnym Zaunera.
Nietrudno wykaza¢ (zob. [2,16]), ze jesli mamy dany wektor f generujacy WH-
-kowariantny SIC, to U f jest rowniez takim wektorem dla dowolnego U € C(d).
W 2005 roku Marcus Appleby postawil w pracy [2] hipoteze, ze w kazdym
wymiarze d istnieje wektor generujacy WH-kowariantny SIC i kazdy taki wektor
jest wektorem wlasnym pewnego operatora unitarnego U € C(d) szczegdlnego
typu, miedzy innymi spelniajacego warunek U? = I. Operatory te znane s3 pod
nazwa kanonicznych operatoréw unitarnych rzedu 3 (canonical order 3 unitaries),
a operator Z jest jednym z elementow tej klasy.

Zilustrujmy te rozwazania analizujac dokladniej przypadek d = 2 w repre-
zentacji Blocha. W tej reprezentacji klasom abstrakcji operatoréw unitarnych
z PU(2) odpowiadajg elementy grupy obrotéw rzeczywistej przestrzeni trojwy-
miarowej SO(3). Jak juz wspominali$émy, jedyne SIC w tym wymiarze to czwo-
ro$ciany foremne. Dla takiego czworoscianu zbior klas abstrakeji operatorow
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Weyla odpowiada identycznosci i trzem obrotom o kat 7 wokoét prostopadtych
osi faczacych pary przeciwlegtych krawedzi czworo$cianu. Tworzy on tzw. grupe
diedralng, izomorficzng z grupa czworkowa Kleina Z; x Z,. Osmiu kanonicz-
nym operatorom unitarnym rzedu 3 odpowiadajg tu obroty o katy +27/3 wokot
osi przechodzacych przez jeden z czterech wierzchotkéw czworoscianu i srodek
przeciwleglej $ciany. W wyniku dziatania grupy Clifforda na SIC otrzymujemy
oprdcz niego dodatkowo drugi blizniaczy czworoscian (SIC), tworzacy z nim
o$mio$cian gwiazdzisty (stella octangula), o tej samej grupie symetrii co wyjscio-
wy. Wierzcholki obu czworosciandw tworzg szescian, ktérego 24-elementowa
grupa obrotéw moze by¢ utozsamiona z klasami réwnowaznosci elementéw
grupy Clifforda. Jest to tzw. chiralna grupa oktaedralna O, izomorficzna z Sy.
Zalozenie WH-kowariantnosci polaczone z hipotezg Zaunera (lub poz-
niejsza hipoteza Applebyego) istotnie pomoglo w poszukiwaniu rozwigzan —
zaréwno analitycznych, jak i numerycznych. W szczegélnosci, w 2004 roku
Grassl w wystapieniu [16] wykazal po raz pierwszy istnienie SIC w wymiarze
nie bedacym potega liczby pierwszej. Od tej pory niemal co roku poszerzata
sie lista wymiardw, dla ktérych hipoteza Zaunera okazywala si¢ prawdziwa.
W tabeli ponizej uwzgledniono jedynie wyniki otrzymane przed 2009 rokiem.

Wymiar d Autorzy Rok
2 znane od dawna -
3 Coxeter (zob. [10]) 1940
8 Hoggar (zob. [21]) 1981
3,4,5 Zauner (zob. [41]) 1999
3,4 Renes, Blume-Kohout, Scott, Caves (zob. [32]) 2003
6 Grassl (zob. [16]) 2004
7,19 Appleby (zob. [2]) 2005
8,9,10,12 Grassl (zob. [17]) 2005
11,15 Grassl (zob. [18]) 2006
14, 24, 35,48 Scott, Grassl (zob. [35]) 2009

Rozwigzania analityczne opieraly si¢ poczatkowo (dla mniejszych wy-
miaréw) na rozwigzywaniu uktadu réwnan algebraicznych z zastosowaniem
baz Grobnera. Z kolei Scott i Grassl w pracach [34, 35] wskazali, jak mozna
numeryczne poszukiwania wektoréw generujacych sprowadzi¢ do rozwigzania
pewnego problemu optymalizacyjnego, a Appleby, Tuan-Yow Chien, Steven
Flammia i Shayne Waldron opracowali metode przeksztalcania rozwigzan przy-
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blizonych w dokladne, ktdrg przedstawili w artykule [5]. Do tej pory udato si¢
potwierdzi¢ istnienie SIC-POVM w wymiarach d < 53 oraz

d =57,61,62,63,65,67,73,74,76,78,79, 80, 84, 86, 91, 93, 95, 97,
98, 99,103,109, 111,120, 122, 124,127,129, 133,134,139, 143, 146,
147,151,155,157,163,168,169,172,181,182,183,193, 195,199, 201,
228,259,292,323,327,364,399, 403, 487, 489,725,787, 844,1299, 5799.

Ponadto znane sg przyblizone rozwiazania numeryczne dla wszystkich wymia-
réw d < 193 oraz dla kilku wigkszych: d = 204, 224, 255, 288, 528, 1155, 22083
W sieci znajdujg si¢ trzy katalogi, w ktérych zebrana jest wiekszos¢ powyzszych
rozwigzan, zaréwno analitycznych jak i numerycznych (zob. [12,19,30]). Niemal
wszystkie znane SIC s3 WH-kowariantne, a ich wektory generujace spelniaja
hipotez¢ Zaunera (z doktadnoscig do przeksztalcenia unitarnego). Jedynym
do tej pory przypadkiem wykraczajacym poza ten schemat s3 wspomniane
wyzej proste Hoggara w wymiarze 8. Sg one grupowo kowariantne wzgledem
grupy HS? zamiast H, czyli ich grupa symetrii zawiera podgrupe izomorficzna
2 (Z, ® 7,)® nie za$ z Zg ® Zg, niemniej jednak grupa Weyla-Heisenberga
réwniez jest, jak widaé, w pewien sposéb z ich symetriag powigzana. Warte
podkreslenia jest, ze nie znamy zadnego SIC, ktéry nie bylby grupowo kowa-
riantny, aczkolwiek poszukiwania takich zbioréw zwykle zakladaly grupowa
kowariantnos¢ (w szczegdlnosci Scott i Grassl rozwazali réwniez inne mozliwe
grupy). W 2010 roku Huangjun Zhu w pracy [43] opublikowal nastepujacy
wiazacy sie z tym wynik.

Twierdzenie 3. Jesli d jest liczbg pierwszg, to z grupowej kowariantnosci SIC
wynika WH-kowariantnos¢.

Sama G-kowariantno$¢ gwarantuje, ze grupa symetrii SIC (ktora moze by¢
wigksza niz G) dziala tranzytywnie na elementach SIC, a wigc kazdy grupowo
kowariantny SIC jest zbiorem symetrycznym. Mozemy jednak wyrézni¢ wsrod
nich zbiory bardziej symetryczne.

Definicja 3. Mowimy, ze SIC jest supersymetryczny, jesli jego pelna grupa syme-
trii dziata na elementach SIC podwdjnie tranzytywnie, tzn. kazde dwa elementy
mozna poprzez dzialanie tej grupy przeksztalci¢ na dowolne dwa inne.

* Informacje o aktualnych listach wymiaréw, dla ktérych istnieje zbi6r prostych réwno-
katnych o maksymalnej liczebnosci (w czesci wyniki te sa jeszcze nieopublikowane), autorzy
zawdzieczajg Markusowi Grasslowi.
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Przedrostek ,,super-” wigze si¢ z faktem, ze dzialanie petnej grupy symetrii
SIC nie moze by¢ potrojnie tranzytywne. Co wigcej, okazuje sie, jak udowodnit
Zhu w pracy [44], Ze nawet supersymetrycznych SIC nie ma wiele.

Twierdzenie 4. Istniejg trzy (z dokladnoscig do rzutowej unitarno-antyunitarnej
réwnowaznosci) supersymetryczne SIC:

— d =2 (czworoscian),

- d = 3 (konfiguracja Hessego),

- d = 8 (proste Hoggara).

Przypomnijmy, ze s3 to pierwsze (i jednoczes$nie do 1999 roku jedyne)
znane maksymalne zbiory zespolonych prostych réwnokatnych. Pierwsze, a jed-
noczesnie nietypowe i dlatego zostaly nazwane przez Blakea C. Staceya w pra-
cy [37] sporadycznymi. W 2015 roku w pracy [26] Jonathan Jedwab i Amy
Wiebe zaproponowali pewna elementarng konstrukcje SIC w C? wykorzy-
stujaca d-wymiarowe macierze Hadamarda, czyli macierze unitarne, w kto-
rych wszystkie wyrazy maja ten sam modul. Polega ona na braniu jako wek-
toréw kolejnych d wierszy macierzy i zastgpowaniu kolejno kazdego z d wy-
razow w takim wektorze przez ten wyraz pomnozony przez ustalony skalar.
Otrzyma¢ mozna w jej wyniku dokladnie powyzsze trzy sporadyczne SIC,
przy czym jest to niewatpliwie najprostszy znany sposob przedstawienia linii
Hoggara.

Wspominali$my juz, ze rola SIC w kwantowej teorii informacji wyni-
ka z tego, Ze reprezentujg one pewne obserwable i ich pomiar. Stany (czy-
ste) uktadu kwantowego o d stopniach swobody mozemy utozsamiac z ele-
mentami przestrzeni P (C?). Wéwczas pomiar {II j}?jl reprezentowany przez
SIC moze da¢ d? réznych wynikéw. Jest to zjawisko losowe, a prawdopodo-
biefistwo otrzymania k-tego wyniku (k = 1,...,d?) opisywane jest wzorem
Borna (od nazwiska Maxa Borna, noblisty z fizyki w 1954 roku) pi(P) :=
tr(IIP) dla P € P(C?) reprezentujacego stan przed pomiarem. Poniewaz
pomiar SIC jest informacyjnie zupelny, mozemy jednoznacznie odtworzy¢
stan P przed pomiarem na podstawie znajomosci wektora prawdopodobienstw
p(P) lezacego w standardowym sympleksie Az = {p ¢ R? : Z?jl pi=1
Pk >0,k =1,...,d*}, utozsamiajac niejako stany kwantowe z pewnymi elemen-
tami A ;2. To spostrzezenie stalo si¢ punktem wyjscia dla wspélczesnie najmod-
niejszego z nowych podejs¢ do podstaw mechaniki kwantowej nazywanego
KUBizmem (QBism) (lub dawniej tez kwantowym bayesianizmem, Quantum
Bayesianism — stad skrét) zaproponowanego w drugiej dekadzie XXI wieku
przez Christophera A. Fuchsa oraz Ruedigera Schacka w pracy [15] i rozwijane-



210 W. Stomezynski, A. Szymusiak

go od tego czasu przez wielu autoréw. Podzbior A2, bedacy otoczka wypukla
takich wektorow prawdopodobienstwa otrzymanych dla réznych elementow
P(C?) nosi nazwe kupleksu (gplex) i ma piekng strukture geometryczng oraz
ciekawe wilasnosci algebraiczne przedstawione w pracach [6,8,36].

Istotng przeszkode dla hipotetycznej ,,kubistycznej” rewizji podstaw me-
chaniki kwantowej i oparcia jej na pojeciu SIC stanowi fakt, ze ich istnienie
w dowolnym wymiarze wcigz stanowi problem otwarty. Chociaz znajdowane
s3, jak widzieli$my, analityczne rozwigzania tego problemu w coraz to wyzszych
wymiarach, ich ztozonos¢ ro$nie bardzo szybko (zob. [14]), by¢ moze nawet,
co sugeruja autorzy artykulu [27], jak d* Obecnie zarysowuja si¢ dwie drogi
prowadzace do dowodu istnienia SIC. Pierwsza zaczyna si¢ od obserwacji, ze
z wyjatkiem d = 3 (ogo6t SIC w tym wymiarze zostal sklasyfikowany w pra-
cy [25]), we wszystkich pozostalych wymiarach wspotrzedne (w bazie kanonicz-
nej) wektorow generujacych sg liczbami algebraicznymi i - co wiecej — wyrazaja
sie przez pierwiastniki. Dalsze rozwazania prowadzone metodami algebraicznej
teorii liczb prowadza do hipotezy, czgsciowo potwierdzonej numerycznie, ze
kazdy SIC w wymiarze d ma swoj odpowiednik w wymiarze d(d — 2), zob.
prace [1,4]. Gdyby hipoteza ta byla prawdziwa, pozwolilaby na skonstruowanie
nieskonczonych ,wiez” wymiardw, w ktérych istnienie SIC bytoby zagwaranto-
wane, swoistej, jak to okreslit Ingemar Bengtsson w artykule [9], ,,drabiny do
nieba”. Mozna byloby tez mysle¢ o wykorzystaniu rozmaitych réwnowaznych
sformulowan problemu oméwionych w pracy [3] w jezyku teorii grup, algebr
Liego czy tez algebr Jordana, a takze w artykule [31] w terminach kanatéw
kwantowych famiacych splatanie. Drugie podejécie, radykalnie odmienne, po-
legatoby na probie zbudowania niekonstruktywnego dowodu istnienia SIC,
co proponowal juz w 2010 roku wybitny amerykanski informatyk Peter Shor.
Autorzy artykulu wiedza jednak tylko o jednej niedawnej prébie tego rodzaju -
w pracy [27] zarysowano hipotetyczny szkic takiego dowodu.

Zapewne trudno$¢ i waga problemu istnienia SIC sktonita Krajowe Cen-
trum Informatyki Kwantowej* do umieszczenia go na czele krotkiej listy pieciu
waznych probleméw matematycznych z kwantowej teorii informacji. Za rozwia-
zanie kazdego z nich oferowana jest miedzynarodowa Ziota Nagroda (Golden
Award) wynoszaca N + 1 euro, przy czym N oznacza rok, w ktérym problem
zostanie rozstrzygniety, zob. preprint [24]. Do otrzymania nagrody wystarczy
jedynie rozwigzanie problemu dla nieskoniczonej liczby wymiaréw, nie trzeba
tego zrobi¢ w dowolnym wymiarze, ani tym bardziej w formie podanej w hi-

* Jest to wspolna jednostka badawcza z siedzibg w Sopocie, utworzona w 2007 roku przez
PAN i siedem czotowych polskich uczelni, ktorej misjg jest tworzenie platformy dla interdyscy-
plinarnych badan w obszarze informacji kwantowej i podstaw fizyki.
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potezie Zaunera. Nawet jednak w tej wersji udzielenie odpowiedzi na pytanie
o maksymalng liczbe zespolonych prostych réwnokatnych wydaje si¢ stanowi¢
trudne wyzwanie zaréwno dla fizykow, jak i matematykow.
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